KHBL TD 2 : Sommes et projecteurs 2025-2026

*
Exercice 1 Voir correction —
Soit E un espace vectoriel, soient F' et G deux sous espaces vectoriels de E et soient F = (f1, fa,..., fp) une base de F
et G =1(91,92,--.,9-) une base de G.
Montrer que F' et G sont supplémentaires dans E si et seulement si (f1, fa,..., fp,91,92,...,9r) est une base de E.
*
Exercice 2 Voir correction —

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de E. on pose ¢ = Id — p.
1) Montrer que ¢ est un projecteur.
2) Montrer que E = Ker(p) @ Ker(q).
3) Montrer que Ker(p) = Im(q) et Ker(q) = Im(p).

*
Exercice 3 Voir correction —

Montrer dans chaque cas que F' et GG sont supplémentaires dans E :
a) E=R3 F={(z,y,2) eR%z+y—2=0} et G=Vect((1,2,-1)).
b) E=Ry[X], F = {P € Ry[X],P(0) = P(1)} et G = Vect (X?).
c) E=M,R), F=8,R),G=A,(R (ot Sp(R) et A,(R) sont respectivement I’ensemble des matrices symétriques
et antisymétriques d’ordre n a coefficients réels).

d) E = F(R,R), F = P(R,R) et G = Z(R,R) (ou F(R,R), FF = P(R,R) et G = Z(R,R) sont respectivement :
I’ensemble des fonctions de R dans R, I’ensemble des fonctions paires de R dans R, et I’ensemble des fonctions
impaires de R dans R).

*
Exercice 4 Voir correction —

On se place dans l’espace vectoriel £ = R?

1) Montrer que E; = {(a,a,a) | a € R} = Vect((1,1,1)) et By = {(z,y,2) €R3 |z +y+ 2 =0} sont supplémen-
taires dans R3

2) On consideére la projection sur E, parallélement & Ej, c’est a dire le projecteur p € L(R?) tel que Im(p) = E; et
Ker(p) = E;. Déterminer la matrice A de p dans la base canonique de R3.

1 00
3) Montrer qu’il existe une matrice inversible P € M3(R) et son inverse P~ telles que P71 AP = |0 1 0
0 0 O

*
Exercice 5 Voir correction —

Soit @ € R. On consideére la matrice A = <(11 :?)

1) Pour quelle(s) valeur(s) de a la matrice A est-elle la matrice d’un projecteur ?

2) Déterminer alors les sous espaces caractéristiques Ker(A) et Im(A) de ce projecteur.

3) Déterminer une matrice inversible P € M3 (R) et son inverse P~! telles que P~1AP = <(1) 8)

* *
Exercice 6 Voir correction —

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, et soit u € L(F).
1) Montrer qu’il y a équivalence entre les trois propositions suivantes :
(i) Ker(u) = Ker(u?)
(i) Im(u) = Im(u?)
(iii) £ = Ker(u) @ Im(u)
Indication : on pourra montrer (i) < (ii), (i) = (i) et (ii) = (i7)

2) Un endomorphisme vérifiant les propositions ci-dessus est-il nécessairement un projecteur ?
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* X %
Exercice 7 Voir correction —

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n et soient f et g deux endomorphismes de E.

1) Montrer que 1a(f + g) < 1a(f) + 18(9).
2) Montrer que rg(f + g) = rg(f) + rg(g) si et seulement si Imf N Img = {0} et Kerf + Kerg = FE

* X %
Exercice 8 Voir correction —

Soit E =R, [X] avec n > 2.
1) F={P e R,[X] | P(1) = 0}. Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel strict de E puis déterminer un supplé-
mentaire de F' dans E.
2) Méme question avec F = {P € R, [X] | P(1) = P(2) =0.
3) Généraliser & F' = {P € R,[X] | P(z1) = P(ag) =--- = P(xx) =0} avec 1 <k <netx; <xzy < - - <z des
réels distincts.

* *
Exercice 9 Voir correction —

Soit E un R-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de F, et ¢ un projecteur de F.
Montrer que F est stable par ¢ si et seulement si F' = (F NKer(q)) @ (F NIm(q)).

* *
Exercice 10 Voir correction —

Soit E un R-espace vectoriel, p un projecteur de E et u un endomorphisme de E. Montrer que p et u commutent si et
seulement si Ker(p) et Im(p) sont stables par u.

*x *
Exercice 11 Voir correction —

Soit E = C([0,1], R) I'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R. On admet que E est un R-espace vectoriel (de
dimension infinie). Soit F' = {f € E’ fol ft)dt = O} et G={f € E | [ est constante}.

1) Montrer que F et G sont supplémentaires dans F.
2) Soit p la projection sur F' parallelement & G. Que vaut p(f) pour f € E?

* *
Exercice 12 Voir correction —

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et p,q € L(FE) deux projecteurs.
1) Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si pog=gop =20
2) Montrer que si p + ¢ est un projecteur, Im(p + ¢) = Im(p) @ Im(q) et Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q)

* X %
Exercice 13 Voir correction —

Soient F et F deux R-espaces vectoriels de dimension finie et soient f € L(E, F) et g € L(F, E) tels que fogo f = f et
gofog=y.
1) Montrer que Ker(f)
2) Montrer que Ker(f)
3) On pose E =R,[z], F =
f:

et Im(g) sont en somme directe.
et Im(g) sont supplémentaires dans E.

n—1]z]. On pose

R
R,lz] — Ry,_1]x]

ot I Ry_1[z] — R,[z] i
P — P P —  (z— [y P(t)dt)
Vérifier que f et g satisfont les conditions de ’énoncé.
* K K
Exercice 14 Voir correction —

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie.

1) Soit p € L(F) un projecteur. Montrer que rg(p) = tr(p).

) 2/16



KHBL TD 2 : Sommes et projecteurs 2025-2026

2) Montrer par récurrence que si Fy, Fy, ..., F, est une famille de sous espaces vectoriels de E on a
dim(Fy + Fo + - 4+ F,) < dim(Fy) + dim(F») + - - - + dim(F},)

avec égalité si et seulement si Fy, Fb, ..., F, sont en somme directe.

3) Soit p1,p2,...,p, une famille de projecteurs. Montrer que p = p; + pa + - - - + p,, est un projecteur si et seulement
si V(Z,j) € [[Ln]Pai 7& j7 biop; = 0.
Indication : commencer par montrer que si p est un projecteur alors Im(p) = Im(p1) ® Im(pz) ® - - - & Im(py,).

Le coin des Khiibes
* X %
Exercice 15 Voir correction —

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et w € L(E). Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Ker(u) =Im(u)
(ii) u? =0 et dim(Ker(u)) = dim(Im(u)) = dim(E)/2
(iii) u? = 0 et il existe un endomorphisme v tel que uov +vou = Idg.

* X %
Exercice 16 Voir correction —

Soit A € M,,(R) une matrice. On dit qu'une matrice A" € M,,(R) est un pseudo-inverse de A lorsque les trois égalités
suivantes sont satisfaites :

AA =A'A (i) , A=AAA (i) , A'=AAA  (iii)
Soit A une matrice de M,,(R) et a ’endomorphisme de R™ canoniquement associé.
1) Supposons que A admette un pseudo-inverse. Montrer qu’alors rg(a) = rg(a?).

2) Réciproquement, supposons dans cette question que rg(a) = rg(ag). On note r le rang de a.
a) Montrer que R™ = Im(a) ¢ Ker(a)

b) Montrer qu’il existe B € M,.(R) avec B inversible et P € M, (R) inversible telles que A = P (g 8) p1

¢) Montrer que A admet au moins un pseudo-inverse.

3) On suppose que A admet un pseudo inverse A’ et on note a’ I’endomorphisme canoniquement associé & A’. On
garde les matrices B et P de la question précédente.

a) Montrer que Ker(a) et Im(a) sont stables par o' et montrer qu’il existe D € M, (R) telle que A’ =
D 0\,
p(2 e
b) Montrer que aa’ est un projecteur dont on précisera le noyau et I'image en fonction de ceux de a. Préciser ce
que vaut P~1(AA")P.
¢) Montrer que A admet au plus un pseudo-inverse.

* X %
Exercice 17 Voir correction —

(ENS 2025) Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient F, G des sous-espaces vectoriels de E. Pour simplifier
les notations on node dg la dimension d’un sous-espace vectoriel H de E.

1) En considérant l'application

u : FxG@ — F4+G
(r,y) = x+y
montrer que dpig + dpng = dr + dg. On pourra admettre que dim(F x G) = dim(F) + dim(G).
2) Montrer que d%.,  + dfng — di — dg = 2(dg — dpng)(dr — dpnc).
3) Montrer que d3.,  + dbng > di + dg et étudier les cas d’égalité.
4) Soit a > 1 un réel. Montrer que d%, o + d¥~g = df + d¢ et étudier le cas d’égalité.
Indication : on pourra considérer la fonction f(z) = (z + dg¢ — drng)® + dpng — 2% — dg.
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Correction des exercice

Correction de I’exercice 1 : Supposons que F = F & G. Alors dim(F) = dim(F') + dim(G) donc dim(E) =p + r.
Montrons que la famille (fi, f2,..., fp,91,92,...,9r) est une famille génératrice de E : pour tout vecteur u € E, il existe
feFetgeGtelqueu = f+gcar E = F 4. Puisque F est une base de I et G est une base de G, il existe A1, Ag,..., Ay
et p1,piz, ..., pp des véels tels que f =X~ fi+ o fot -+ Ap-fpebg=p1-gi+p2 g2+ +pr-gr

Ainsi, u= Y2 Nifi + 22:1 wigy. La famille (f1, fa,..., fp, 91,92 - -, gp) est bien une famille génératrice de E, et puisque
son nombre d’éléments est égal a la dimension de E c’est donc une base de E.

Réciproquement, supposons que (f1, fa, .-, fps 91,92, - - -, gr) soit une base de E.

p
Montrons que E = F+G : Soit u € E un vecteur, il existe Ay, Ao, ..., Ap, i1, t2, ... fir tels que u = Z Ai - fi —l—underbraceZ;:l i
i=1
€F

doncu € F4+G. Ainsi, EC F+Gdonc E=F+Gcar F+GCE.
Montrons que F NG = {0} : Soit u € FNG. Alors, u € F donc il existe A A, ..., A, des réels tel que u=>"_, A f;, et
u € G donc il existe des réels pq, pa, ..., i tels que u = 22:1 pig;- Ainsi, 0 =u—u =X N fi +Xafo+ -+ X\pfp — p1g1 —
paga — - — prgr = 0. Or (f1, f2,- -+, fps 91,92, - -, gr) est une base de E donc une famille libre, ainsi Ay = Ag =--- =\, =
1 = p2 = -+ = gt = 0. Finalement u = 0, donc on a bien F NG = {0}.
On en conclut que £ = F & G.
On a montré que E = F & G si et seulement si (f1, fo,..., fp, 91,92, -.,9r) est une base de E.
Remarque : on peut au montrer que F NG = {0} en analysant les dimensions : puisqu’on a montré que F+G = E,
on en déduit que dim(F + G) = dim(F) = p + r, donc d’apres 'égalité dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) on en
déduit que p+r =p+r — dim(F N G) donc que dim(F N G) =0, et donc F NG = {0}.
Correction de ’exercice 2 :
1) ?=Id—p)?=1d—2p+p?>=1Id —2p+p=1d — p car Id et p commutent. Ainsi ¢*> = q donc ¢ est un projecteur.
2) Soit « € Ker(p) NKer(q). Alors p(z) =0 et g(z) = z — p(x) = 0 d’ont « = 0. Ainsi Ker(p) N Ker(q) = {0} donc Ker(p)
et Ker(q) sont en somme directe.
De plus, pour tout z € E, x = z — p(x) +p(x). Or p(x —p(z)) = p(z) — p*(z) = p(x) — p(x) = 0 car p est un projecteur,
et q(p(z)) = p(x) — p*(z) = p(z) — p(x) = 0. On a donc = — p(z) € Ker(p) et p(x) € Ker(q) donc = € Ker(p) + Ker(q).
On en conclut que E = Ker(p) + Ker(q) donc finalement que E = Ker(p) ¢ Ker(q).

3) Soit x € Im(q), alors il existe y € E tel que x = y — p(y), donc p(x) = p(y) — p*(y) = 0 et donc x € Ker(g). On a donc
Im(q) C Ker(p).
En notant dim(F) = n et en appliquant la formule de Grassmann au résultat de la question précédente on obtient :

n = dim(F) = dim(Ker(p)) + dim(Ker(q)) — dim(Ker(p) N Ker(q)) = dim(Ker(p)) + dim(Ker(q))

=0

d’ott dim(Ker(p)) = n—dim(Ker(q)) = rg(q). On en conclut que Im(q) = Ker(p) par inclusion et égalité des dimensions.

De la méme fagon on a dim(Ker(q)) = n — dim(Ker(p)) = rg(p). Pour tout « € Im(p), il existe y € E tel que = = p(y)
donc q(x) = p(y) — p*(y) = 0 et ainsi x € Ker(q), ce qui prouve que Im(p) C Ker(q) et permet donc de conclure que
Im(p) = Ker(q).

Correction de ’exercice 3 :
Rappel méthode pour montrer que F' et G sont supplémentaire dans F (i.e. que E=F ®QG) :

1) Montrer que F' et G sont en somme directe (ce qui s’écrit F'+ G = F & (), en montrant que F'N G = {0}.

2) Mountrer que F' + G = E en montrant que tout élément de E peut s’écrire comme somme d'un élément de F' et d’un
élément de G.

Autre méthode en passant par les dimensions (ne fonctionne qu’en dimension finie) :

1) Montrer que F' et G sont en somme directe

2) Montrer que dim(F + G) = dim(E), on peut se servir du résultat 1. pour dire que dim(F + G) = dim(F & G) =
dim(F) + dim(G).

Correction :

a) Montrons que F' et G sont en somme directe :
Soit u = (z,y,2) € FNG. Alors il existe k € R tel que u = k- (1,2,—1) donc v = (k, 2k, —k). Comme u € F on a
k+ 2k — (—k) = 0 donc 4k = 0 donc k = 0 et finalement « = (0,0, 0). Ainsi :

Montrons que F+ G =F

o
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Soit u = (x,y,2) € E. Raisonnons par analyse synthése et supposons qu’il existe un vecteur vp = (xp,yp, 2zr) dans
F et un vecteur vg = (zg,ya, 2¢) dans G tels que u = vp + vg. Alors il existe k € R tels que vg = (k, 2k, —k) donc

rqg = k
Yya = 2k .
G = —k
On a ensuite :
IF = I —XQ Tz = x—k
yr = Y—yc < yr = y-—2k
Zp = Z-—2zg zp = z+k

et comme vp € F il faut que zp + yp — zp =0, d’ou :

(x—k)+@W—2k)—(z+k)=0

donc nécessairement :

rT+y—=z
k= —"—
4
On en déduit :
rt+y—=z
rg = ——/—
w+§—z
vo = T
—xr—y+z
Z = —
“ 1
puis
3r—y+=z
Tp = 1
y+z—x
Yyr = 5
2
z+y+3z
Zp = i

Réciproquement, pour tout vecteur u = (z,y, z) de E, en posant

— 3 — t— —r—

2 ’ 4 4 ’ 2 ’ 4

on a bien vp € F, vg € G et u = vp + vg (vérification immédiate d’apreés les calculs ci-dessus).
Conclusion : F=F+ G
Bilan : F = F & G, autrement dit F' et G sont supplémentaires dans E.

Remarque : Lorsqu’on montre par analyse synthese que £ = F + G, la solution trouvée est unique ce qui prouve
que chaque élément de F' 4 G s’écrit de fagon unique comme somme d’un élément de F et d’un élément de G. C’est la
définition d’une somme directe donc cela suffit & montrer que £ = F & G.

b) Montrons que F'+ G = F @ G : pour cela il suffit de montrer que F' NG = {Og,[x7}-
Soit donc P un polynome de degré 2 a coefficient réel dans F' N G. 11 existe un réel a tel que P(X) = aX? car P € G,
et P(1) = P(0) donc @ = 0. Ainsi P est le polynéme nul donc on a bien F NG = {O]Rz[X]}-
Montrons que Ro[X] = F + G. Soit P € Ry[X] et (a,b,¢) € R? tels que P(X) = aX? + bX + c. Raisonnons par
analyse-syntheése et supposons qu'il existe deux polyndémes @ € F et R € G tels que P = Q + R. Soient (a’,b',c’) € R?
et a” € R tels que Q(X) = a'X?2 + VX + ¢ et R(X) = a”X?. Comme P(X) = Q(X) + R(X) on a par identification
des coefficients :
a = a+ad
b = ¥V
c = ¢
et comme Q(0) = Q(1)onac =a +b + ¢ dotta’ + b = 0. Les coefficients de @ et R sont entiérement déterminés
par ceux de P :
a’ = a+b
d = —b =-b
¥o= b
d = ¢
Réciproquement, en posant Q(X) = —bX?%2 +bX + c et R(X) = (a+ b)X? on a bien Q(X) € F et R(X) € G et
P(X)=Q(X)+ R(X). Ainsi Ry[X] = F + G donc finalement Ry[X]=F @ G.
OIoe
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¢) Montrons que FF+ G =F &G : soit M € A,(R) NS, (R) une matrice a la fois symétrique et antisymtrique. On a
M =M et "M = —M donc M = —M et donc M = 0. Ainsi F NG = {Opq, (r)} donc F et G sont en somme directe.

Mountrons que F' 4+ G = M,,(R). Soit M € M,,(R) une matrice carrée d’ordre n quelconque. On raisonne par analyse-
synthése et on suppose qu’il existe deux matrices S € S, (R) et A € A, (R) telles que M = S+ A (1).

Par linéarité de la transposée : ‘M =S +'A =S5 — A (2). La somme et la différence de (1) et (2) donnent :

M+tM 28
M-—tM = 24

1 1
d'ou S = 5(MthM) et A= 5(M —tM).

1 1 1
Réciproquement, en posant S = §(M+tM) et A= i(MftM) on a bien S+ A = M. De plus : 'S = §(tM+M) =S
1

1
donc S € S, (R) et A = §(tM - M) = —§(M —tM)=—Adonc A € A,(R).

Finalement on a bien M, (R) = S,,(R) + A, (R) donc E = F + G donc finalement £ = F & G.
d) Montrons que F +G=F® G :si f € FNG, f est une fonction a la fois paire et impaire. Alors :

Vz € R, {f(‘r) - f(x() = VzeR, f(z)=—f(x)

fl=z) = —f(x)
= VreR, f(z)=0

donc f =0, c’est la fonction nulle.

Montrons que E = F + G : Soit f € F(R,R) une fonction quelconque de R dans R. On raisonne par analyse synthese
et on suppose d’abord qu’il existe une fonction p paire et une fonction ¢ impaire définies sur R telles que f = p + 1,
c’est a dire telle que : Vz € R, f(x) = p(z) +i(x) (1).

On a donc : Vz € R, f(—z)=p(—=z)+i(—z) = p(z) —i(x) (2) par parité de p et imparité de ¢. En faisant (1)+(2)
et (1)-(2) on obtient :

wer { oo fohnn T
Toi pl) = 5 (f(a) + f(~)) et ile) = 5(F(x) — F(~a)).
Réciproquement, en posant p(x) = %( f@)+f(—x)) eti(x) = %( f(z)—f(—x)) on a pour tout réel x : f(z) = p(x)+i(x).
De plus, pour tout réel 7, p(—) = 3 (7(~) + f(x)) = pla) et i(—a) = L (F(~) ~ f(@)) = —5(F(x) ~ [(~)) = ~i(z)

donc p est paire et ¢ est impaire.
On a donc bien F = F + G donc finalement £ = F & G.

Remarque plus poussée (aprés avoir vu les symétries) : Pourquoi ces deux derniéres questions ont-elle des
réponses si similaires ?

Rappelez vous que pour toute symétrie s d’un espace vectoriel F, on a F = Ker(s —idg) & Ker(s + idg).

Pour les matrices, si on considére la symétrie s : M, (R) — M, (R), M ~— *M (c’en est bien une car s? = id), alors il est
presque immédiat que :

Sn(R) =Ker(s —id) et A, (R) = Ker(s + id)

Pour les fonctions de R dans R, si on consideére la symétrie s : F(R,R) — F(R,R) qui & toute fonction f associe la fonction
s(f) : @ — f(—x) (c’est bien une symétrie car s? = id), alors il est presque immédiat que :

P(R,R) =Ker(s —id) et Z(R,R) = Ker(s+id)
Les deux résultats : M,(R) = S,(R) & A,(R) et F(R,R) = P(R,R) & Z(R,R) ne sont que deux cas particuliers de
E =Ker(s —idg) @ Ker(s +idg).
Correction de I’exercice 4 :
1) Montrons que R3=FE,+E, :OnakFE; CR?et E; C R donc E; + E5 C R3.
Raisonnons par analyse syntheése pour montrer I'inclusion réciproque.
Analyse : Soit u = (z,y,2) € R3, supposons que u = (a,a,a) + (z',9',2') avec a € R et (2/,y,2') € R3 tels que
' +y +2 =0.
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= a+a
1
= a+vy ,doncw+y+z:3a+(x’+yl+z/):3a~Onendédlﬁtquea:g(x+y+z)’et011aalors
= a+72 =0
1 1
x':x_g(x—i-y—kz),y’zy—g(x—i—y-&-z),etz/zz—§($+y+z)-
1

Synthése : Soit u = (z,y, z) € R? quelconque. Posons a = g(:c +y+z)etposonsz' =x—a,y =y—aet =z—a.

8

Alors

R

Alors 2’ +y' +2' =c+y+2z—-3a=ax+y+z—(x+y+2) =0, donc (¢/,¢,2") € Es.
De plus, (a,a,a)+ (2',y,2") = (a+2';a+ vy ,a+2') = (z,y, 2). Ainsi, (z,y,2) € By + Ey, donc R?® C E; + E, et donc
—_——  ——
€k, (S5
finalement R3 = E; 4+ E5
Montrons que E1NE; = {(0,0,0)} : Soit u € E1NE,. Alors il existe a € R tel que u = (a,a, a). De plus, a+a+a =0
donc 3a = 0 et ainsi @ = 0, on a donc u = (0,0,0) et finalement £y N Es = {(0,0,0)}.

On en conclut que R? = E; @ Ej.

1
2) Soit (z,y,2) € R3 un vecteur quelconque, alors (z,y,z) = (a,a,a)+ (2',y',2') avec a = =(z,y,2) et 2’ = x — a,
—_—— — 3
€F €FE>
y =y —aet 2z =2z—a d’apres la question précédente. On en déduit que
p(x,y,2) = ("¢, 2")
1 1 1
=|z-gltytz), y-gletyt+z), 2-3@t+y+2)
2 1 1 1 n 2 1 1 1 n 2
=|lzz—-y—=2, ——x+-y—=2, —=x— = -z
373V T3 T3t T3V T3t T3t TRV Ty
2 1 1
T AN
On en déduit que la matrice de p dans la base canonique est A = 5 5 =3 -1 2 -1
12
-3 3 3 -1 -1 2
3) p est un projecteur donc E = Im(p) ®Ker(p). dim(Ker(p)) = dim(F;) = 2 et dim(Im(p)) = dim(E3) = 3—dim(E,) = 2.
En prenant une base (e1,e2) de Ey a laquelle on adjoint une base (e3) de E7, on obtient une base (e1, ea,e3) de E dans
100
laquelle la matrice représentative de pest |0 1 0
0 0 0
1 00
La matrice de passage P de la base canonique a la base (eq, es, e3) vérifie donc P71AP =0 1 0
0 0 O
Correction de ’exercice 5 :
1) A est la matrice d’'un projecteur si et seulement si A% = A.
a>—a = a
Or A% = @’~a —a*+a donc A est la matrice d’un projecteur si et seulement si —a’+a = -a
“\la-1 —a+1 pro) a—1 = 1
—a+1 = -1

2)

3)

La seule solution de ce systéme est a = 2 donc A = <2 _2>.

) = Vet ( (). (23)) = veer ((7) ) b

Soit X = <§>.X€Ker(A)<:>{ 2e-2y =0

1
r—y = 0 <:>9:y0<:>zydoncKer(A)Vect(< ))

1

On en conclut que A est la projection sur Vect <(?)> parallelement & Vect <(}>) .

Notons p le projecteur associé a la matrice A dans la base canonique de R?. En posant e; = (2,1) et e3 = (1,1), on a
e1 € Im(p) et ex € Ker(p), donc p(e;) = e1 et p(ea) = 0, et (e1,e2) est une base de R%. Dans cette base, la matrice de

estlo
p 00

En posant P = (2 1) la matrice de passage de la base canonique & la base (e1,e3), on a donc P~1AP = <1 O).

1 1 0 0
11 ne reste plus qu’a déterminer P! :

a
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a s 9 AN 4 204y = a

V(z,y) € RV(z',y") € R?, P(y)—(y,)@){ cty = o
r = 2 —y
< y = 71'/+2y/

1 -1
-1 _
donc P~ = (_1 9 )

On peut vérifier par le calcul qu'on a bien P71AP = ((1) 8) :

s (1 -1 2 —2 2 1
prar= (5 5) ()0

Correction de 1’exercice 6 :

1)

2)

Suivant l'indication de I’énoncé, commengons par montrer que (i) < (i4).

On a toujours Ker(u) C Ker(u?) et Im(u?) C Im(u). Ainsi dans les deux cas 1’égalité des dimensions est une condition
nécessaire et suffisante pour avoir égalité de ces sous-espaces vectoriels.

Or d’apres le théoréme du rang, dim(Ker(u)) = dim(Ker(u?)) <= dim(E) — rg(u) = dim(F) — rg(u?) <= rg(u) =
rg(u?).

Ainsi, on a donc bien Ker(u) = Ker(u?) <= Im(u) = Im(u?).

Montrons que (i) = (i4i)

Supposons que Ker(u) = Ker(u?), et soit 2 € Ker(u) N Im(u). Alors il existe un vecteur y € E tel que = = u(y), et
u(x) = 0 donc u(u(y)) = 0. Ainsi y € Ker(u?) mais puisque Ker(u?) = Ker(u) on en déduit que u(y) = 0 donc x = 0.
Ainsi Ker(u) N Im(u) = {0}, ils sont donc en somme directe donc dim(Ker(u) + Im(u)) = dim(Ker(u)) 4+ dim(Im(u)).
Or d’apres le théoréeme du rang dim(Ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(E), donc finalement Ker(u) + Im(u) = E et ainsi
Ker(u) @ Im(u) = E.

On a donc montré que (i) = (i4i).

Montrons que (#ii) = (i7)

Supposons que E = Ker(u)®Im(u), et soit z € Im(u). Alors il existe y € E tel que z = u(y). Comme E = Ker(u)®Im(u)
il existe un unique couple (y1,y2) € Ker(u) x Im(u) tel que y = y1 + ya.

Ainsi, © = u(y; + y2) = u(yz) car y; € Ker(u). Comme yy € Im(u), il existe un vecteur ys3 € E tel que ya = u(ys)
ce qui entraine x = u(u(ys)) donc finalement z € Im(u?). On a montré que Im(u) C Im(u?) et puisque I'inclusion
Im(u?) C Im(u) est toujours vrai on en conclut finalement que Im(u) = Im(u?).

On a donc montré que (iii) = (i)

Conclusion : puisque (i) <= (i7) et que (i) = (4i7) et (i4i) = (4¢), on conclut a I’équivalence de ces trois propositions.
Les propositions précédentes sont évidemment vraies pour les projecteurs, mais elles sont aussi vrais pour tout iso-
morphismes puisqu’on a alors Ker(u) = Ker(u?) = {0} et Im(u) = Im(u?) = E, ainsi que pour tout endomorphisme
diagonalisable.

Correction de 1’exercice 7 :

1)

2)

Pour tout € Eona (f+g)(x) = f(z)+g(z) € Im(f)+Im(g) donc Im(f+g) C Im(f)+Im(g). Or, dim(Im(f)+Im(g)) <
dim(Im(f)) + dim(Im(g)) = rg(f) + rg(g). On en déduit que rg(f + g) < rg(f) + rg(g).

Supposons que I'inégalité précédente soit une égalité. Alors par égalité des dimensions, on a Im(f + g) = Im(f)+Im(g).
D’apres la formule de Grassmann dim(Im(f) + Im(g)) = dim(Im(f)) + dim(Im(g)) — dim(Im(f) NIm(g)), on en déduit
que dim(Im(f) NIm(g)) = 0 donc Im(f) NIm(g) = {0}.

Pour montrer que Ker(f) + Ker(g) = E, on commence par montrer que Ker(f 4 g) = Ker(f) N Ker(g).

En effet, si € Ker(f + g), alors f(z) = —g(z) = g(—=z) Ainsi, f(z) et g(z) sont tous deux dans Im(f) NIm(g) = {0}
donc f(x) = g(x) =0, d’ott z € Ker(f)NKer(g). On en déduit que Ker(f+g) C Ker(f)NKer(g). L’inclusion réciproque
est immédiate.

oo
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On a maintenant :

dim(Ker(f) + Ker(g)) = dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)) — dim(Ker(f) N Ker(g))

=n—rg(f) +n—rg(g) — dim(Ker(f + g))

=2n —1g(f) —18(9) — (n —rg(f + 9))

=n car rg(f + g) = rg(f) +1g(g) par hypothese
d’ott I'on déduit que Ker(f) + Ker(g) = E par inclusion et égalité des dimensions.

Correction de 1’exercice 8 :

1) Soient P,Q € F et \,u € R.
Le polynéme nul appartient a F' donc F' est non vide.
AP+ uQ)(1) = AP(1) + uQ(1) =0 car P,Q € F donc AP + u@ € F. Ainsi F est stable par combinaison linéaire.
Enfin, F # F car X € F mais X ¢ F.. En effet, si P(X) = X alors P(1) =1#0.

‘ F est donc bien un sous-espace vectoriel strict de E. ‘

Soit P un polynome de E quelconque. Posons Q(X) = P(X) — P(1), Q est alors un polyndéme de méme degré que P
qui appartient & F', et on a P(X) = Q(X) + P(1).

Tout polynéme de R, [X] peut donc s’écrire comme somme d’un polynoéme de F et d’un polynéme constant. Soit donc
G = Vect (1) le sous-espace vectoriel de R, [X] constitué des polynémes constants. On vient de montrer que F+G = E.
Pour montrer que F @& G = E il suffit donc de montrer que F NG = {0}.

Soit P € FFNG. P est constant donc P(X) = a avec a € R, et P € F donc P(1) = 0 = a. Ainsi P est le polynéme
constant, donc F NG = {0}.

‘ Finalement F @ Vect (1) = E ‘

2) On vérifie de fagon analogue & la question 1 que F' est un sous-espace vectoriel de E.

Soit P € R,,[X] quelconque. Pour obtenir un polyndéme qui s’annule en 1 et en 2, il suffit de lui soustraire un polyndéme

de degré 1 qui vaut P(1) en 1 et P(2) en 2.
P(2) — P(1) N -
Posons R(X) = —— (X - 1)+ P(1) = (P(2) — P(1))X + 2P(1) — P(2)), ce polynome vérifie R(1) = P(1) et
R(2) = P(2), ainsi en posant Q(X) = P(X) — R(X), on a bien deg(Q) < max(deg(P),deg(Q)) < n car n > 2, et
QerF.
Tout polynéme de R,,[X] peut donc s’écrire comme somme d’'un polynoéme de F' et d’un polynéme de degré 1. Posons
G = Vect (1, X) = Ry [X], on a montré que F' + G = E et il reste & montrer que F' NG = {0}.

a+b

SoitPEFﬂG.Ilexistea,bERtelsqueF(X):aX+betF(1):F(2):0donne{ % + b z 8 doita=0b=0.

‘ On a donc bien F NG = {0} d’ou I'on conclut que F & G = E. ‘

3) On vérifie de fagon analogue aux deux premieres questions que F' est un sous-espace vectoriel de E.
Soit P € R,[X] que l'on cherche & écrire comme somme d’un polynéme de F' et d’un autre polyndme.
Il suffit de trouver un polynéme R tel que R(z1) = P(z1), R(z2) = P(z2),...,R(xr) = P(xr). On peut penser aux
polynémes interpolateurs de Lagrange et poser

k
k (X =)
R(X) =Y P(x;) H;‘l’”‘“
= jr,g T )

Ce polynome est un polyndéme de degré k qui vérifie la condition énoncé, donc en posant Q(X) = P(X) — R(X) on a
Q@ € F et P peut alors s’écrire comme somme d’un polynéme de F' et d’un polynéme de degré k — 1.

Posons G = Vect (1, X, X??..., X" ) = R;_1[X]. On a déja montré que F + G = E.

Si P € FNG, P est un polynome de degré k — 1 (car P € G) qui s’annule k fois (car P € F'). Ainsi P est le polyndme
nul, donc finalement F NG = {0}.

‘ F & G = E donc G est un supplémentaire de F' dans F. ‘

Correction de ’exercice 9 : Sens direct : supposons que F' est stable par ¢q. Puisque ¢ est un projecteur de E on a

E = Ker(q) ® Im(q). Tout vecteur = de F est dans E et peut donc s’écrire x = 1 + x2 avec 1 € Ker(q) et zo € Im(q).

On a alors q(z) = q(z1) + q(x2) = 2. Comme F est stable par ¢, g(z) € F donc x5 € F. Il s’ensuit que 1 =z — a9 € F
—— ——

=0 =x2

donc finalement 27 € F NKer(q) et 2 € F NIm(q). On a montré que F' = (F N Ker(q)) + (F NIm(q))

o/t
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De plus, F'NKer(q) et F NIm(q) sont clairement en somme directe car Ker(q) et Im(q) le sont.
Ainsi, on a bien F' = (F NKer(q)) @ (FNIm(g)).

Sens indirect : supposons que F = (F NKer(q)) @ (F NIm(q)).

Soit x € F', montrons que ¢(z) € F. Par hypotheése, il existe z1 € F NKer(q) et 22 € F NIm(q) tels que 2 = x1 + x5, donc
q(x) = 29 € FNIm(q) donc q(z) € F. Ainsi F est bien stable par g.

Correction de I’exercice 10 : Sens direct : supposons que p et u commutent.

Soit = € Ker(p), alors p(z) = 0 donc u(p(x)) = 0 donc p(u(x)) = 0. Ainsi, u(z) € Ker(p). On a montré que Ker(p) est stable

par u.
Soit y € Im(p). Alors il existe € E tel que y = p(z) donc u(y) = u(p(x)) = p(u(x)) par hypothese, donc u(y) € Im(p). On
a montré que Im(p) est stable par w.

Sens indirect : supposons que Ker(p) et Im(p) sont stables par w.

p est un projecteur donc E = Im(p) @ Ker(p) donc tout vecteur x de E peut s’écrire x = 1 + o avec 1 € Im(p) et
x9 € Ker(p), donc u(p(z)) = u(z1) et p(u(z)) = p(u(z1)) + p(u(zz2)). Or u(z1) € im(p) et u(x2) € Ker(p) par stabilité donc
p(u(x)) = u(z1). On a donc bien u(p(x)) = p(u(z)) pour tout vecteur = de F, donc p et u commutent.

Correction de l’exercice 11 :

1) Montrons d’abord que F et G sont en somme directe.

Soit f € FNG, il existe un réel a € R tel que Va € [0, 1], f(z) = a. Ainsi fo t)dt = a, mais puisque f € Fonaa=0
donc f = 0. Ainsi, FNG = {0g}, ils sont donc en somme directe.

Montrons maintenant que '+ G = E. Soit f € E. Posons a = fO t)dt. Soit g la fonction définie sur [0,1] par
g(x) = f(z) — a.
Alorsf0 dt—fo dt—foadt—a—a—() Ainsi g € Get f = g+ a donc f € F + G. On a donc bien
E=0F+G.

2) Pour f € F, on a vu dans la question précédente que f = g+ a avec a = fo t) dt et puisque F et G sont en somme

directe cette décomposition est unique.
. 1
Ainsi, Yz € [0,1], p(f)(x) = f(x) — [y F(t)dt
Correction de 1’exercice 12 :

1) Supposons que pog=gop=0. Alors (p+q)o (p+q) =p*+pog+gop+¢® =p*+¢* =p+q. Ainsi (p+9)* =p+q

=0 =0
donc p + g est un projecteur.
Supposons que p + ¢ soit un projecteur.
On adonc (p+q)2=p+qgdopog+qop=0
Ainsi :
peq=—qop
donc
p’oq=—poqop en composant par p
poq=—(—qop)op
donc
poq=qop’
donc
peq=gqop

Ainsi pog=—qopetpog=qgopdoncpog=—poqgdou2poqg=0doncpoqg=0 et il s’ensuit que gop = 0.

© 10/16
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2) Supposons que p + ¢ est un projecteur.
L’inclusion Im(p + ¢) C Im(p) + Im(q) est claire. Réciproquement, si y € Im(p) + Im(q), il existe z1,x2 € E tels que
y = p(z1) + q(2) done (p+ ¢)(y) = p*(x1) +poq(z2) + g o p(z1) + ¢*(z2) = p(x1) + q(22) =y car pog=gqop=0
d’apres la question précédente. Ainsi y € Im(p + ¢) donc finalement Im(p + ¢) = Im(p) + Im(q).
Montrons que la somme est directe : si y € Im(p) NIm(q), alors y = p(z1) = q(z2) pour un certain (z1,22) € E?, donc
y =p(y) = p(q(z2)) = 0, donc Im(p) N Im(q) = {0}.
Finalement on a bien Im(p + ¢) = Im(p) ® Im(q).

L’inclusion Ker(p) NKer(q) C Ker(p + ¢) est claire.
Soit x € Ker(p + ¢). Alors p(z) = —¢(z) donc p ( ) = —p(g(x)) = 0 donc p(xz) = 0. Ainsi z € Ker(p). De méme
en composant par ¢ on obtient 0 = ¢(p(x)) = —¢*(z) donc g(x) = 0 donc x € Ker(q). Finalement Ker(p + q) C
Ker(p) N Ker(gq) donc on a bien Ker(p + ¢q) = Ker(p) N Ker(q).
Correction de I’exercice 13 :

1) Soit z € Ker(f) NIm(g). Alors il existe y € F tel que g(y) =z, et f(x) =0 = f(g9(y)). En composant cette égalité par
g, on obtient g(f(g(y))) = 0 mais puisque go f o g = g on a finalement g(y) = 0, d’ou z = 0.
‘Ainsi Ker(f) NIm(g) = {0}, Ker(f) et Im(g) sont en somme directe. ‘

2) Soit « € E. Raisonnons par analyse-synthése et supposons que 'on a x = y + z avec y € Ker(f) et z € Im(g). Il existe
donc z’ € F tel que z = g(2').
En composant I'égalité © = y 4+ z par f on obtient f(x) = f(2) = f(g(2’)), puis en composant par g on obtient
9(f(@)) = 9(f(9())) = 9(¢') = 2.
Réciproquement, si 'on pose z = g(f(z)) et y = — z =z — g(f(x)), on aura x = y + z par définition de y et z, et il
reste a vérifier que y € Ker(f) et que z € Im(g). La relation z € Im(g) est évidente car z = g(f(x)).
Enfin, f(y) = /(x) — /() = f(@) — f(g(f(x))) = f(z) — f(z) = 0 puisqwon a Végalité fo go f = f. Ainsi y € Ker(f),
‘Finalement on a bien Ker(f) ®Im(g) = E‘

3) Soit P(z) = > ) _, arz® € R, [z].
On a alors

~
—
T
<
—
S
=
Il

n
g kapz*~!
k=1

(k+ Dagyiz®

g P (@) = Sk + Dagss / ik ar

k=0 0

n—l s
= k+1
(bt Dawsr =3

f
L

(k + 1)apy12*

b
Il
=]

donc on a bien fogo f=f
De méme,
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_ i O/ktk+l
Pt k+1
k
k=1
ntl k-1
ap—1kt
Fa(P) @) = 3 M=
k=1
n+1
k=1
=3t
k=0
=P
9(f(g(P))) = g(P)
Correction de ’exercice 14 :
1) p est un projecteur donc E = Im(p) ® Ker(p).
Soit (e1,e2,...,ep) une base de Im(p) et (epy1,€pt2,...,e,) une base de Ker(p). Alors (e1,e2,...,€p,€pt1,...,€n) €5t
une base de E et dans cette base la matrice de p est
1 0 0 0 0
0 1
0 0
A =
0 0 1 0
0 0 0 0
0O -+ -+ 0 0 --- 0

le nombre de 1 dans cette matrice est égal a la dimension de Im(p), donc tr(p) = tr(4) = p = rg(p).
Ainsi, tout projecteur a son rang égal a sa trace.

2) Raisonnons par récurrence comme suggéré par 1’énoncé. On note P(n) : « Si Fy, Fy,..., F, est une famille de sous
espaces vectoriels de E on a dim(Fy + Fo + -+ + F,) < dim(Fy) + dim(F3) + - - - + dim(F},) avec égalité si et seulement
si I, Fy, ..., F, sont en somme directe. ».

— Initialisation : Pour n = 2, on a dim(F; + F») = dim(Fy) + dim(Fy) — dim(Fy N Fy) d'ou dim(Fy + F») <
dim(Fy) + dim(Fy) avec égalité si et seulement si dim(Fy N Fy) = 0, si et seulement si F; N Fy = {0}, si et
seulement si Fy et F5 sont en somme directe. Ainsi P(2) est vraie.

— Hérédité : Soit n > 2 un entier tel que P(n) est vraie.

Soit Fi, Fy, ... F,41 une famille de sous espaces vectoriels de E.
Alors, dim(Fy + Fo + -+ -+ Fyq1) = dim(Fy + Fo + - + Fp,) + dim(Fp 1) —dim((Fy + Fo+ -+ F,) N Fyq)
Or, par hypothése de récurrence, on a dim(Fy + Fy + - - - + F,,) < dim(F) 4+ dim(F3) + - - - + dim(F,). Ainsi, on a

< dim(Fy) + dim(F) + - - - + dim(Fp41)

avec égalité si et seulement si toutes les inégalités sont des égalités, c’est a dire si et seulement si dim(Fy + F +
Par hypothése de récurrence, il y a égalité si et seulement si F, Fy, ... F,, sont en somme directe ET (Fy + Fy +
<-4 Fp) N Fhy1 = {0}, c’est & dire si et seulement si Fy, Fy, ... F,, sont en somme directe et F, 1 est en somme
directe avec Fy @ Fy & --- @ F,. Cette condition est vérifiée si et seulement si Fi, Fy,..., Fj,4+1 sont en somme
directe, donc P(n + 1) est vraie.

— Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que P(n) est vraie quel que soit n € N.
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3) Le sens réciproque est le plus facile, supposons que V(i, j) € [1,n]?, i # j, pi o p; = 0. Alors

(pr+p2+-e+pa)” =pf + 03+,
+piop2+piops+---+pi1opy
+p2opr +p2ops+ -+ p2opy,

+Pnoprt+pnop2rt -+ DPrOPr-1

=pi+p5+- D5
=p1+p2+---+pn car pi, pa,...,Pn sont des projecteurs

ainsi, p; + pa + - -+ + py, est un projecteur.

Réciproquement, supposons que p = p; + p2 + - - - + p, soit un projecteur.
Remarquons que Im(p) C Im(py) +Im(p2) +-- - +Im(p,) (1). En effet, Vo € E, p(z) = 377, pi(z) € Im(p1) + Im(ps) +
-+ Im(py).

On a tr(p) = tr(p1) + tr(p2) + - - - + tr(pn) = rg(p1) +rg(p2) + - - - + rg(pn) d’apres la question 1 et par linéarité de la
trace.

D’autre part, puisque p est un projecteur, on a aussi tr(p) = rg(p). Finalement, dim(Im(p)) = Y .-, dim(Im(p;)) >
dim(Im(py) + - - - + Im(p,)) donc on conclut grace a 'inclusion (1) que Im(p) = Im(py) + - - - + Im(py,).

De plus, d’apres la question 2 puisqu’on est dans un cas d’égalité entre dim(Im(p1) + - - - + Im(py,)) et dim(py) +--- +
dim(p,,), alors ces espaces vectoriels sont en somme directe.

Finalement, on a Im(p) = Im(p;) ® Im(p2) & - - - & Im(py,).

Montrons maintenant que V(i, j) € [1,n]?, i # j on a p; op; = 0.

Soit (4,7) € [1,n]? avec i # j et soit x € E. Alors p;(z) € Im(p;) donc p;(z) € Im(p). On a donc p(p;(z)) = p;j(x),
c’est a dire > | p; o pj(z) = p;(z). En retranchant p;(z) de chaque coté, on obtient Z%} pi op;(x) = 0.

OrVie{l,...,n}, p;op;(z) € Im(p;). Puisque les Im(p;) sont en somme directe, on en déduit que Vi € {1,...,n},i #j
on a p; op,(x)=0.
Correction de I’exercice 15 : Supposons Ker(u) = Im(u). Alors clairement u? = 0 et dim(Ker(u))+rg(u) = 2 dim(Keru) =
dim(E)
Réciproquement, si u? = 0 alors Im(u) C Ker(u) et 1’égalité des dimensions fournit 1’égalité Ker(u) = Im(u).
Supposons les deux premiers points vrais et montrons le troisieme. Soit H un supplémentaire de Ker(u) dans E. L’application
ujg : H — Im(u) est un isomorphisme d’apres la démo du théoréeme du rang. Soit urHl I’isomorphisme réciproque. Soit v
Papplication définie sur Im(u) @ H par v(z +y) = ul};(m) + f(y).
rI{l(x) € H et ujg(y) € Im(u) = Ker(u), donc u(v(z +y)) = u(u‘}{l(x)) +0==x.
d’autre part, v(u(z + y)) = v(u(y)) = urI{l (u(y)) =y car u(y) € Im(u).
Ainsi on a bien u(v(z +y)) +v(u(z +y)) =z +y donc uov+vou=Idg.
Réciproquement, supposons u? = 0 et il existe v tel que uov +vou = Idg. Soit z € Ker(u). Alors z = u(v(x)) + v(u(z)) =
u(v(z)) donc z € Im(u). Réciproquement si x € Im(u), alors z = u(y) donc u(z) = u?(y) = 0 donc € Ker(u). On a bien
Ker(u) = Im(u).
Correction de I’exercice 16 :
1) En multipliant par A dans Iégalité (i) on obtient A2A’ = AA’A = A d’apres Pégalité (ii). Ainsirg(A) < min(rg(A?),rg(A)) <
Réciproquement, on a Im(A?) C Im(A) donc rg(A?) < rg(A).
On en conclut que rg(A) = rg(A?) donc rg(a) = rg(a?).

On a alors u

2) a) Puisque Im(a?) C Im(a) et que rg(a®) = rg(a), on a égalité des dimensions donc Im(a?) = Im(a). En appliquant

le théoréme du rang on en déduit immédiatement que dim(Ker(a?)) = dim(Ker(a)) et comme Ker(a) C Ker(a?)
on en déduit aussi que Ker(a) = Ker(a?).
Soit z € Im(a) N Ker(a). Alors il existe 2’ € R™ tel que x = a(2’). De plus 0 = a(x) = a?(2’) donc 2’ € Ker(a?).
Puisque Ker(a?) = Ker(a) on a donc 2’ € Ker(a) donc x = a(x’) = 0. Ainsi Im(a) et Ker(a) sont en somme
directe, et puisque dim(Im(a) ® Ker(a)) = dim(Im(a)) + dim(Ker(a)) = n d’aprés le théoréme du rang, donc par
égalité des dimensions on a finalement :

‘R” = Im(a) ® Ker(a) ‘

b) Soit (ey, ...e,) une base de Im(a) et (ey41, ..., e, ) une base de Ker(a). D’apres la question précédente, B = (eq, ..., e5,)
est alors une base de R™ et dans cette base on a : a(ey),...,a(e,) € Im(a) et a(e,4+1) = a(er42) = -+ = ale,) = 0.
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0 0
de taille r. Cette matrice par bloc a le méme rang que B car les autres lignes sont des 0, et comme le rang de
cette matrice est rg(a) = r on a finalement rg(B) = r, donc B est inversible.

. . . B 0\ . . .
La matrice représentative de a dans la base (eq, ..., e,,) est donc de la forme < ) ou B est une matrice carrée

Si P est la matrice de passage de la base canonique de R" a la base B, alors on a d’apres la formule de changement

de base :
aer(Z e

B0
0 0

/ !
wr(§ ) Dr=r (3 Yree(s o

B O\(B O\, (BB 0\,
AA = p< O><O 0>p P<0 0)p
donc AA" = A’ A.

De méme, on calcule :

¢) Soit B’ la matrice de M,.(R) inverse de B. En posant A’ = P ( ) P~1 on obtient en faisant le produit par

blocs :

et de méme :

AA’A:P(BB;B 8)13— :P(Jg 8>P‘1:A

et

/ ! /
A’AA’:P(BgB 8>P‘1:P<BS 8>P—1=A’

‘La matrice A’ est donc bien un pseudo-inverse de A ‘
3) Soit z € Ker(a). On a a(a/(z)) = d’(a(z)) = o’(0) = 0 donc o’ (x) € Ker(a). Ainsi Ker(a) est stable par o’
4) Soit y € Im(a). Il existe z € R™ tel que y = a(z), donc a'(y) = a’(a(z)) = a(a’(z)) € Im(a) donc Im(a) est stable par

a'.

En reprenant la base B de la question 2)b) la matrice représentative de a’ dans cette base est de la forme <lo) 8)

avec D une matrice carré de taille r. La formule de changement de base donne donc bien A’ = P (g 8) P

5) Comme @' est un pseudo inverse de a on a aa’ = aa’aa’ = (aa’)? donc aa’ est un projecteur.
Soit = un vecteur de Ker(aa'). Puisque aa’ = da’a on a x € Ker(a'a) donc a(z) = a(d’(a(z))) = a(0) = 0. Ainsi
x € Ker(a). Réciproquement si x € Ker(a) on a 0 = da/(a(z)) = a(a’(z)) donc z € Ker(aa’). On en conclut que
‘Ker(aa') = Ker(a) ‘

De méme, si y € Im(aa’) alors y € Im(a), et siy € Im(a) alors y € Im(aa’a) donc y € Im(aa’). Ainsi, ‘Im aa') =Im(a ‘
Enfin la matrice P~1(AA’) P représente le projecteur aa’ dans la base B. Or comme Im(aa’) = Im(a) et que Ker(aa') =

Ker(a) on a R" = Im(aa’) ® Ker(aa'). Dans cette base, la matrice représentative de aa’ est (I 0) donc :

0 0
(5 9

. BD 0 I. 0 . L
6) Puisque on a P71(AA")P = 0o ol = < OT 0) selon les questions précédentes, alors BD = I, donc D est
nécessairement 'inverse de B. L’inverse d’une matrice étant unique, cela suffit a prouver I'unicité du pseudo-inverse si

il existe.
Correction de 1’exercice 17 :

1) On a Im(u) = F + G puisque par définition F+G = {z+vy, (z,y) € F x G}. De plus, Ker(u) = {(z,y) € FxG;x+y =
0} = {(z,y) € F xG;y = —x}. Orsi (z,y) € F x G et que y = —x, alors y € F donc x et y sont dans F N G.
Réciproquement, si x et y sont dans F' x G, il suffit d’avoir y = —z pour que (z,y) soit dans Ker(u). Ainsi :
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Ker(u) = {(z,y) € (FNG)? ;y = -2} = {(z,—2) ; x € FNG}

donc Ker(u) est isomorphe & F N G via Papplication FNG — F x G,z — (x, —x). D’apres le théoréme du rang on a
donc :

dim(Ker(u)) + rg(u) = dim(F x G)

donc
dim(FNG) 4+ dim(F + G) = dim(F x G)

c’est & dire avec le résultat admis :

drng + dr+c =dr + dg

En élevant ’égalité précédente au carré on obtient :
Ay + dpng + 2dpradrne = db + dg + 2dpdg

d’ou

d%-&-G + d%mG - d%«“ - dé =2(drdg — dF+GdFmG)

(

2(dpde — (dp + de — drng)drng)
(
(

2 dFdG — dFanG - deFﬁG + d%ﬁG)

2(dr — drnc)(de — drna)
Comme FNG est un sous espace vectoriel de F' (et de G) on a dpng < dp et dpng < dg, done 2(dg—drac)(drp—drng >
0 d’ou I'inégalité :
di i+ dipng = dp +d§
Cas d’égalité :
A3y + dpng = db + dgsi et seulement si (dp — drng)(de — dpng) = 0
si et seulement si dp = dpng ou dg = dpng
si et seulement si F = FNG ou G = FNG (inclusions et égalité des dimensions)

si et seulement si ' C G ou G C F

Suivant I'indication on pose f(z) = (z +dg — drng)® + dpqg — 2 — dg.. f est dérivable sur [0; +00[ comme composée
et somme de fonctions dérivables (car Va € [0, 4+o00[ on a bien z > 0 et  + dg — dpng > 0) et :

Vo >0, f(z)=alx+de—drng)® *t —ax®!

Pour tout x >0 on a:

f(2) > 0= (z+dg —dpra)* ™" 227!
= r+de—drng > 2
— dg —drnc 2 0
donc f' > 0 et f est croissante sur [0, 4+o0o[. En particulier on a f(dr) > f(drnc) ce qui donne :
(dr +de — drnc)® +dpng —dp —dg >0
c’est a dire :
it dpng —dp —dg =0

d’ou le résultat voulu.
Cas d’égalité :

iq tdeng — dp —dg = 0 si et seulement si f est constante sur [drng, dF]
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si et seulement si f’ s’annule sur [drng, dF)
si et seulement si dg = dpng (la dérivée s’annule) ou dp = dpng(Uintervalle est réduit & un pc

si et seulement si FF C Gou G C F.
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